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Options ameéricaines

> Marché financier cote des actifs négiocables :
Sy =(S},...,8Y)  te[0,T1].

Enjeu : Que faire lorsque d > 4 ...

> Taux dintérét mathématique :

1 Euro placé a t = 0 au taux r vaut ¢ en ¢ (r = 0 dans la suite).

o Option d’achat ou Call :

Droit d’acheter a une date t€ |0, T] Uactif S au priz d’exercice K

o Option de vente ou Put:

Droit de vendre a une date t€ [0,7T] l'actif S au prix (d’exercice) K




o Option Aménricaine “vanille” :

Droit de recevoir a une date t€ [0, 7] un flux (¢, S;)




Options bermudéennes

e Produits de méme nature mais ou les instant d’exercice possibles sont

discrets
to, t1,--- slky... ,1n € [O,T]

Souvent tj := ’%T

e Approximation des options américaines quand n — +oc.

e Mais en fait souvent plus réaliste!...



Dynamiques des actifs

e [. Modele Black-Scholes d-dimensionnel :

d
dS; — SZZO‘Z]thJ, iZl,...,d
j=1
d’ot
1 ¢ .
log(S)) = —§]Ji,\2+ZJithj, i=1,...,d
j=1

e II. Modeles a volatilité locale : 0;; «— 0;;(t, S})

e III. Modeles a volatilité stochastique : o = (0¢):cjo,7 est un processus

“autonome” (La on sort des modeles complets ... )..

e IV. Modeles a volatilité “universelle” (locale+stochastique), etc.



Processus de structure markovien et options

bermudéennes
e On remplace t; = ’%T par k.

e On “extrait” de (S;) un processus de structure markovien a temps

discret
X = Frp(Xp_1,e1), k=1,...,n
ou Fi. : R4 x R? — [R? borélienne et les
£ sont des vecteurs aléatoires indépendants, i : ) — R7.
L’histoire observée c’est la filtration des (S, ) (et des (X))

Fi :0(507St17°°- 7Stk:) :f/%X = U(XO’°" ’Xk)



e La propriété de Markov s’écrit :

E (9(Xe) | Fisy) =E(9(Xk) | Xi-1) = Pe-1.1(9)(Xi—1)

Pi_11(9)(z) = E (g(Fr(z,er))

désigne la probabailité de transition entre les instants £ — 1 et k. .

e Typiquement (pour les options américaines/bermudéennes “vanille”) :

(

St
Xk = log(stk)
S, (schéma d’Euler)

\



e Mais aussi pour les options trajectoires dépendantes (asiatiques,
lookback, etc)

;

(Stk7 i(SO + _|_Stk))
Xk =19 (St (S0 + -+ Si,))

\ (Stk,maxogigk St,)

e On écrit 'option bermudéenne sur le processus de structure

Droit de recevoir a une date tg, k =0,... ,n un flux p(k, Xi)

Question :

Quel est le prix (ou fonction de valeur) V) de cette option a chaque

instant k7



Arbitrage et fonction de valeur

ETAPE 1 :

Vi o(n, Xy)
Vi = max (o(k, Xg), EVe1| 7))

ETAPE 2 : | Par récurrence descendante via la propriété de Markov

szvk(Xk), k:O,...,n.



Arbitrage et exercice optimal

e On pose pour simplifier Z = p(k, X;) (“’obstacle”)

ETAPE 1 :

Tn = N

Tk L= k]-{Zk>E(Z | Fr} + Tk+11{Zk§E(Vk+1 | FE)}

Thk+1

Markov = Conditionnement par F;* = conditionnement par Xj.

ETAPE 2 : | On montre (théoreme fondamental de I'arrét optimal) que

Vo =IE(Z,) ouencore V(0,Xq)=IE(p(r0, X))
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Méthode de régression (Longstaff-Schwarz)

APPROXIMATION 1 :|Troncation de la dimension

> A la date k, on considére “une” base (e1(X%), e2(Xk), ... ,en(Xk),...)
de L?(Q, 0(X}),P).

> On tronque

e™NM(X1) = (e1(Xp), e2(Xk), ... ,en(Xg)).

et on pose
> TLN] =N
> ozLN] ;= argmin {E(ZT[N] —a.e™M(X)2, ac ]RN}.
k41
[N] . _ [V]
> T = kl{zk>a£€N].e[N1(Xk)} + Tk+11{zkga5§1.e[m(xk)}'
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APPROXIMATION 2 :| Approcher E(ZT[N]) par une méthode de Monte

0
Carlo :

> Simuler M copies indépendantes X, ... X . XM) dqy
processus de structure X = (Xg)o<k<n-

> Pour tout me {1,... ,M}, T,[LN’m’M] =n

2
> oz,LN]’M = argmin,_ g~ (% Z%Zl Zi?[?v)],m,M — a.elV] (X(m))) :

k+1
[N],m,N [N],m,N
[> VO ~ E(ZT(gN]) ~ M Zm:]_ ZT(gN],m,M .

THEOREME (Clément-Lamberton-Protter) L’approximation MC vérifie un

12




M
1 m
<— Z Zf_[N)],m,M — E(ZT[N]), V M(@][CN],M B OzLN])> i) N(O, E>'
0<k<n-—1

Bilan : | e Méthode “naturelle” : on approche I’espérance conditionnelle

par un opérateur de régression (affine) sur une base tronquée de LZ.
e Mais : I'essentiel des calculs se fait on-line.
e Mais : totalement pay-off dépendant.

e La parallélisation est donc un enjeu en temps réel : le noeud se situe en

()-
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Méthode de quantification

Fondé sur la fonction de valeur.

APPROXIMATION 1 :| On remplace

Xk; — )?k = Wk(Xk)

ou 7, : RY — I'y, Iy, grille de taille Ny, 'y, = {a;,lc, . ,:z:]kv’“} c R4,
Mais on perd la markoviannité ...

Typiquement 7 := Projr, = Projection au plus proche voisin sur I'.
y JT, J

APPROXIMATION 2 : | Zy, := o(k, X)), et ... on force la markovianité !

AN

Zin

(PGMDYNQUANT) = ~ N ~
max(Zg, E(Vii1 | Xz)), k=1,...

=
|

14
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Par récurrence descendante Vi, = v (Xy) ou

[ Tu(r) = p(n,al),i=1,...,N,
-~ ) i N ~j~ .
< Uk('qjk) — maX(sp(k‘vxk)?Z] kl pkjvk+1(xk—|—1) 1= 17 s 7Nn
\ k=1,..., Ny —1.

L’enjeu : | Calculer off-line

les grilles I'y et les transitions quantifiées ﬁiﬂj =

Ensuite (PGMDYNQUANT) est instantanée (et se parallélise ... ) pour le

calcul d’un portefeuille quelconque d’options de méme maturité.
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THEOREME (a) (Bally-Pages, 2003) Schéma d’ordre 0 (ci-dessus,
(analogue d’éléments finis d’ordre 0 non conformes)

Vo — To(Xo)ll2 < Cpx.o D 1Kk — Xill2-
k=0

(b) (Bally-Pages-Printems, 2003) Schéma d’ordre 1 (analogue d’éléments
finis d’ordre 1 non conformes)

Vo — To(Xo)ll2 < Cpx.o D 1Kk — Xell3:
k=0
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Calculer les grilles optimales et les

transitions (I)

e X ¢ L*™(P) vecteur aléatoire, I' = {z!,... , 2N} c R |I'| = N.

|| X — X"|2 =E|X — X"|? = Emin | X — 27|
xtel’

atteint son minimum en une grille I'*. On a la relation de stationnarité
XU =EX|X™)
et le théoreme de Zador non paramétrique (Luschgy-Pages, 20006)

|X = X7 la < Copl| X fla4g N7,
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Calculer les grilles optimales

> Algorithme C'LV () : algorithme de gradient stochastique fondé sur la
recherche du plus proche voisin dans R?. On simule M copies
indépendates de €V, ... &m0 €M) Grille courante

rom = {1 ... 2N} (taille N).

SELECTION A LA DATE m + 1 :

Recherche du plus proche voisin de £(™*1) dans la grille '™ soit

Parallélisation ..

AJUSTEMENT

. par stratification éventuelle de 1’espace

“Attire” le plus proche voisin de €™+ par une

homothétie de rapport 1 — ~,, centrée en £+ .

(1 — 7)) + Y™ — o
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> Algorithme Lloyd I randomisé : algorithme de point fixe fondé sur la
recherche du plus proche voisin dans R?. T'(©) grille initiale de taille N.

Actualisation de la grille courante /Gamma'™) :
)?F(M-l-l) _ E(X | )/(\'F(m))

qui converge en diminuant 1’erreur de quantification moyenne vers un

quantifieur minimum local (stationnaire).

Le calcul de I'espérance conditionnelle se fait via simulation MC.

Parallélisation ... par stratification éventuelle de I’espace

> Loi normale sur R? est pré-quantifiée pour d =1,...,10 :

téléchargeable sur le site

http ://www.quantification.finance-mathematique.com
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Exemple d’optimisation :

F1G. 1: Grille de quantification de N (0;I3), N = 500 : “avant ”

20



S R R L L O
S RSO

: SO e05000a20200 98 .
- 'boq,‘??g%&?&gg»ggg,-&c.

XIS .
S sl

: ! ) .o.ﬁ‘ 0.’.3"..‘ '
.0 O..°°°.'33.°‘;88 .

F1G. 2: Grille de quantification optimisée de N (0;I3), N = 500 : “apres”
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Calculer les transitions (I)

> Estimation fréquentielle par M C' des ]/5’,? via des recherches de plus

proche voisin dans [R¢ dans l’arbre se quantification formé par les grilles.

22



> Processus de structure X gaussien : parallélisation par couche du calcul
par simulation (MC 4+ une recherche de plus proche voisin dans R?) des

transitions ]/57,’3
P()?kﬂ ::C‘,i+1 et )?k:x};)zp(fé Azj), §~N(0; 1)

ou A/ est “géométriquement” explicite : c’est la

Quantification Rapide Parallele!

> Méthode des gerbes : parallélisation par couche du calcul MC' des

transitions ﬁg au second ordre pres.
P(Xps1 = )| Xk = 2}) = P(Xp1 = 27, [ X = 23) + OE(X — XX = 23,)).

Clé : stationarité des quantifications
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Echantillon de résultat numeérique

e Exchange American options on geometric assets.

e REFERENCE : Villeneuve-Zanette, 1998 Finite differences for 2-Dim
exchange American options with dividends.

e MODEL : Standard 2d-dim (B & S) model with non correlated

Brownian Motions (The most “hostile” to quantization ... ).
20%
e MATURITY : 1" =1 year. VOLATILITY : 0; = 0
Vd
d 2d
® 2d-DIM PAY-OFF : h(t,z) = max (H e Mt H eﬂmﬁS{:,O) :
i=1 i=d+1

e INITIAL VALUES :
Hz_ SO - 40 Hz d—|—1 SO = 36 (in_the money), M1 = 5%7 H2 = O, S

. S} = 36, St =40 (out-of-the money), pgy1 :=0%,...
0 1= d—l—l 0
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d =10 | N(top) = 1000 | 50 time layers | (S1 ... S5 - S6 ... S10)+

2 | I | | | | | ] ] ] ] ]
ORD 0O +
V&Zz ; ; ; ; ; ; ; ; f ;
LBE T
Y S S s TS S —— "5 = o i t— m_— -
e M
L2 [
® : : : : : : : : : : :
QO
S 1A i
S
. | | | | | | | | | | | |
e
L S e
e e T
02 [
0 i i i L Maturity T (1 unit = 1/50 year) i i i i
4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48

F1G. 3: Option d’échange 10D out-of-the-money (S! ... 5° — §6...510)
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d =4 | N(top) =500 | 25 time layers | (S1 S2 - S3 S4)+

AM price

38 . Maturity T (1; unit = 1/24 \j/ear) . . .
0 3 6 9 12 15 18 21 24

F1G. 4: Option d’échange 4D in-the-money (5152 — §354)
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