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Options américaines

� Marché financier cote des actifs négiocables :

St = (S1
t , . . . , Sd

t ) t∈ [0, T ].

Enjeu : Que faire lorsque d ≥ 4 . . .

� Taux d’intérêt mathématique :

1 Euro placé à t = 0 au taux r vaut ert en t (r = 0 dans la suite).

• Option d’achat ou Call :

Droit d’acheter à une date t∈ [0, T ] l’actif S au prix d’exercice K

• Option de vente ou Put :

Droit de vendre à une date t∈ [0, T ] l’actif S au prix (d’exercice) K
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• Option Américaine “vanille” :

Droit de recevoir à une date t∈ [0, T ] un flux ϕ(t, St)
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Options bermudéennes

• Produits de même nature mais où les instant d’exercice possibles sont
discrets

t0, t1, . . . , tk, . . . , tn∈ [0, T ].

Souvent tk := kT
n .

• Approximation des options américaines quand n → +∞.

• Mais en fait souvent plus réaliste !...
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Dynamiques des actifs

• I. Modèle Black-Scholes d-dimensionnel :

dSi
t = Si

t

d∑

j=1

σijdW j
t , i = 1, . . . , d

d’où

log(Si
t) = −1

2
|σi.|2 +

d∑

j=1

σijW
j
t , i = 1, . . . , d

• II. Modèles à volatilité locale : σij ←− σij(t, St)

• III. Modèles à volatilité stochastique : σ = (σt)t∈[0,T ] est un processus
“autonome” (Là on sort des modèles complets . . . )..

• IV. Modèles à volatilité “universelle” (locale+stochastique), etc.
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Processus de structure markovien et options

bermudéennes

• On remplace tk = kT
n par k.

• On “extrait” de (St) un processus de structure markovien à temps
discret

Xk = Fk(Xk−1, εk), k = 1, . . . , n

où Fk : Rd × Rq → Rd borélienne et les

εk sont des vecteurs aléatoires indépendants, εk : Ω → R
q.

L’histoire observée c’est la filtration des (Stk
) (et des (Xk))

Fk = σ(S0, St1 , . . . , Stk
) = FX

k := σ(X0, . . . , Xk).
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• La propriété de Markov s’écrit :

E
(
g(Xk) | FX

k−1

)
= E (g(Xk) |Xk−1) = Pk−1,k(g)(Xk−1)

où
Pk−1,k(g)(x) = E (g(Fk(x, εk))

désigne la probabailité de transition entre les instants k − 1 et k. .

• Typiquement (pour les options américaines/bermudéennes “vanille”) :

Xk :=






Stk

log(Stk
)

S̄tk
(schéma d’Euler)
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• Mais aussi pour les options trajectoires dépendantes (asiatiques,
lookback, etc)

Xk :=






(Stk
, 1

tk
(S0 + · · · + Stk

))

(S̄tk
, 1

tk
(S̄0 + · · · + S̄tk

))

(Stk
,max0≤i≤k Sti)

• On écrit l’option bermudéenne sur le processus de structure

Droit de recevoir à une date tk, k = 0, . . . , n un flux ϕ(k, Xk)

Question :

Quel est le prix (ou fonction de valeur) Vk de cette option à chaque
instant k ?
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Arbitrage et fonction de valeur

Étape 1 :





Vn := ϕ(n, Xn)

Vk := max
(
ϕ(k, Xk),E(Vk+1|FX

k )
)

Étape 2 : Par récurrence descendante via la propriété de Markov

Vk = vk(Xk), k = 0, . . . , n.
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Arbitrage et exercice optimal

• On pose pour simplifier Zk = ϕ(k, Xk) (“l’obstacle”)

Étape 1 :





τn := n

τk := k1{Zk>E(Zτk+1 | Fk} + τk+11{Zk≤E(Vk+1 | FX
k )}

Markov =⇒ Conditionnement par FX
k = conditionnement par Xk.

Étape 2 : On montre (théorème fondamental de l’arrêt optimal) que

V0 = E(Zτ0) ou encore V (0, X0) = E(ϕ(τ0, Xτ0)).
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Méthode de régression (Longstaff-Schwarz)

Approximation 1 : Troncation de la dimension

� À la date k, on considère “une” base (e1(Xk), e2(Xk), . . . , eN (Xk), . . . )
de L2(Ω, σ(Xk),P).

� On tronque

e[N ](Xk) := (e1(Xk), e2(Xk), . . . , eN (Xk)).

et on pose

� τ
[N ]
n := n

� α
[N ]
k := argmin

{
E(Z

τ
[N]
k+1

− α.e[N ](Xk))2, α∈ RN
}

.

� τ
[N ]
k := k1{Zk>α

[N]
k .e[N](Xk)} + τ

[N ]
k+11{Zk≤α

[N]
k .e[N](Xk)}.
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Approximation 2 : Approcher E(Z
τ
[N]
0

) par une méthode de Monte
Carlo :

� Simuler M copies indépendantes X(1), . . . , X(m), . . . , X(M) du
processus de structure X = (Xk)0≤k≤n.

� Pour tout m∈ {1, . . . , M}, τ
[N,m,M ]
n := n

� α
[N ],M
k := argminα∈RN

(
1
M

∑M
m=1 Z

(m)

τ
[N],m,M
k+1

− α.e[N ](X(m))
)2

.

� τ
[N ],m,N
k+1 := k1{Z

(m)
k >α

[N],M
k .e[N](Xk)} + τ

[N ],m,N
k+1 1{Z

(m)
k ≤α

[N],M
k .e[N](Xk)}. (*)

� V0 ≈ E(Z
τ
[N]
0

) ≈ 1
M

∑M
m=1 Z

τ
[N],m,M
0

.

Théorème (Clément-Lamberton-Protter) L’approximation MC vérifie un
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TCL
(

1√
M

M∑

m=1

Z
(m)

τ
[N],m,M
k

− E(Z
τ
[N]
k

),
√

M(α[N ],M
k − α

[N ]
k )

)

0≤k≤n−1

L−→ N (0; Σ).

Bilan : • Méthode “naturelle” : on approche l’espérance conditionnelle
par un opérateur de régression (affine) sur une base tronquée de L2.

• Mais : l’essentiel des calculs se fait on-line.

• Mais : totalement pay-off dépendant.

• La parallélisation est donc un enjeu en temps réel : le noeud se situe en
(*).
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Méthode de quantification

Fondé sur la fonction de valeur.

Approximation 1 : On remplace

Xk ←− X̂k = πk(Xk)

où πk : Rd → Γk, Γk grille de taille Nk, Γk = {x1
k, . . . , xNk

k } ⊂ Rd.

Mais on perd la markoviannité . . .

Typiquement πk := ProjΓk
= Projection au plus proche voisin sur Γk.

Approximation 2 : Ẑk := ϕ(k, X̂k), et . . . on force la markovianité !

(PgmDynQuant) ≡





V̂n = Ẑn

V̂k = max(Ẑk,E(V̂k+1 | X̂k)), k = 1, . . . , Nk − 1.
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Par récurrence descendante V̂k = v̂k(X̂k) où





v̂n(xi
n) = ϕ(n, xi

n), i = 1, . . . , Nn

v̂k(xi
k) = max(ϕ(k, xi

k),
∑Nk

j=1 p̂ij
k v̂k+1(x

j
k+1), i = 1, . . . , Nn

k = 1, . . . , Nk − 1.

L’enjeu : Calculer off-line

les grilles Γk et les transitions quantifiées p̂ij
k :=

P(X̂k+1 = xj
k+1, X̂k = xi

k)

P(X̂k = xi
k)

.

Ensuite (PgmDynQuant) est instantanée (et se parallélise . . . ) pour le
calcul d’un portefeuille quelconque d’options de même maturité.
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Théorème (a) (Bally-Pagès, 2003) Schéma d’ordre 0 (ci-dessus,
(analogue d’éléments finis d’ordre 0 non conformes)

‖V0 − v̂0(X̂0)‖2 ≤ Cp,X,ϕ

n∑

k=0

‖Xk − X̂k‖2.

(b) (Bally-Pagès-Printems, 2003) Schéma d’ordre 1 (analogue d’éléments
finis d’ordre 1 non conformes)

‖V0 − v̂0(X̂0)‖2 ≤ Cp,X,ϕ

n∑

k=0

‖Xk − X̂k‖2
2.
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Calculer les grilles optimales et les

transitions (I)

• X∈ L2+η(P) vecteur aléatoire, Γ = {x1, . . . , xN} ⊂ Rd, |Γ| = N .

Γ 
→ ‖X − X̂Γ‖2
2 = E|X − X̂Γ|2 = E min

xi∈Γ
|X − xi|2

atteint son minimum en une grille Γ∗. On a la relation de stationnarité

X̂Γ∗
= E(X | X̂Γ∗

)

et le théorème de Zador non paramétrique (Luschgy-Pagès, 2006)

‖X − X̂Γ∗‖2 ≤ C2,η‖X‖2+ηN− 1
d .
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Calculer les grilles optimales

� Algorithme CLV Q : algorithme de gradient stochastique fondé sur la
recherche du plus proche voisin dans Rd. On simule M copies
indépendates de ξ(1), . . . , ξ(m), . . . , . . . , ξ(M). Grille courante
Γ(m) = {x1, . . . , xN} (taille N).

Sélection à la date m + 1 :

Recherche du plus proche voisin de ξ(m+1) dans la grille Γ(m), soit xi(m).

Parallélisation . . . par stratification éventuelle de l’espace

Ajustement : “Attire” le plus proche voisin de ξ(m+1) par une
homothétie de rapport 1 − γm centrée en ξ(m+1) :

xi(m)(1 − γm) + γmxi(m) ←− xi(m).
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� Algorithme Lloyd I randomisé : algorithme de point fixe fondé sur la
recherche du plus proche voisin dans Rd. Γ(0) grille initiale de taille N .
Actualisation de la grille courante /Gamma(m) :

X̂Γ(m+1)
= E(X | X̂Γ(m)

)

qui converge en diminuant l’erreur de quantification moyenne vers un
quantifieur minimum local (stationnaire).

Le calcul de l’espérance conditionnelle se fait via simulation MC.

Parallélisation . . . par stratification éventuelle de l’espace

� Loi normale sur Rd est pré-quantifiée pour d = 1, . . . , 10 :
téléchargeable sur le site

http ://www.quantification.finance-mathematique.com
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Exemple d’optimisation :

Fig. 1: Grille de quantification de N (0; I2), N = 500 : “avant ”
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Fig. 2: Grille de quantification optimisée de N (0; I2), N = 500 : “après”
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Calculer les transitions (I)

� Estimation fréquentielle par MC des p̂ij
k via des recherches de plus

proche voisin dans Rd dans l’arbre se quantification formé par les grilles.
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� Processus de structure X gaussien : parallélisation par couche du calcul
par simulation (MC + une recherche de plus proche voisin dans Rd) des
transitions p̂ij

k

P(X̂k+1 = xj
k+1 et X̂k = xi

k) = P(ξ∈ Aij
k ), ξ ∼ N (0; Id′)

où Aij
k est “géométriquement” explicite : c’est la

Quantification Rapide Parallèle !

� Méthode des gerbes : parallélisation par couche du calcul MC des
transitions p̂ij

k au second ordre près.

P(X̂k+1 = xj
k+1|X̂k = xi

k) = P(X̂k+1 = xj
k+1|Xk = xi

k) + O(E(|X − X̂|2|X̂k = xi
k)).

Clé : stationarité des quantifications
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Échantillon de résultat numérique

• Exchange American options on geometric assets.

• Reference : Villeneuve-Zanette, 1998 Finite differences for 2-Dim

exchange American options with dividends.

• Model : Standard 2d-dim (B & S) model with non correlated
Brownian Motions (The most “hostile” to quantization . . . ).

• Maturity : T = 1 year. Volatility : σi =
20%√

d
.

• 2d-dim pay-Off : h(t, x) = max

(
d∏

i=1

e−µitSi
t −

2d∏

i=d+1

e−µitSi
t , 0

)
.

• Initial values :∏d
i=1 Si

0 = 40,
∏2d

i=d+1 Si
0 = 36 (in-the money), µ1 := 5 %, µ2 = 0, . . .

∏d
i=1 Si

0 = 36,
∏2d

i=d+1 Si
0 = 40 (out-of-the money), µd+1 := 0 %, . . .
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